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湖南省长沙市长郡中学 2024 届高三下学期模拟（三）数学试卷 

 

注意事项： 
1．本试卷满分 150 分，考试时间 120 分钟。 
2．答题前，考生务必将姓名、考生号等个人信息填写在答题卡指定位置。 
3．考生作答时，请将答案答在答题卡上。选择题每小题选出答案后，用 2B 铅笔把答题卡上

对应题目的答案标号涂黑；非选择题请用直径 0.5 毫米黑色墨水签字笔在答题卡上各题的答题

区域内作答。超出答题区域书写的答案无效，在试题卷、草稿纸上作答无效。 

一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分．在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要

求的． 

1．已知集合 { }22 15 0A x x x= ∈ − − ≤N ， { }cosB y y x= = ，则 A B = （    ） 

A．{ }1 1x x− ≤ ≤  B．{ }0,1  C．{ }1,0,1−  D．{ }1  

2．在 ABC 中，角 , ,A B C 的对边分别是a，b ，c，则“ 2 2 2sin sin cos 1A B C+ + > ”是“ ABC 是锐角三角形”

的（   ） 

A．充分不必要条件 B．必要不充分条件 

C．充要条件 D．既不充分也不必要条件 

3．若实数a，b ， c满足
π2sin

12
a = ， 3 7b = ，3 10c = ，则（    ） 

A．a b c< <  B．b<c<a  C． a c b< <  D．b a c< <  

4．已知函数
π( ) sin ( 0)
6

f x xω ω = + > 
 

在[ ]0,2π 上有且仅有 4 个零点，直线
π
6

x = 为函数 ( )y f x= 图象的一条

对称轴，则
π
3

f   = 
 

（    ） 

A．
3

2
−  B．

1
2

−  C． 1
2  D．

3
2

 

5．如图，圆 O 内接一个圆心角为 60°的扇形 ABC ，在圆 O 内任取一点，该点落在扇形 ABC 内的概率为（    ） 
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A．
1
4

 B． 3
4

 C． 1
2  D．

3
2

 

6．已知三棱锥V ABC− 的外接球的体积为
40 30 π

27
，VA ⊥平面 ABC ， 2 2AB AC= = ，

2 π
3

BAC∠ = ，则

三棱锥V ABC− 的体积为（    ） 

A．
3

3
 B． 6

3
 C． 21

6
 D．

30
6

 

7．过双曲线
2

2: 1
4
xC y− = 的左焦点 1F 作倾斜角为θ的直线 l交C 于 ,M N 两点．若 1 13MF F N=

 
，则 cosθ =（    ） 

A．
10

10
 B． 3 10

10
 C． 2 5

5
 D．

5
5

 

8．数列{ }na 的前n项和为 ( )*
1, n

n n
n

SS a n
a+ = ∈N ，则

5 6

2 2 1
1 1

i i
i i

a a −
= =

−∑ ∑ 可以是（    ） 

A．18 B．12 C．9 D．6 

 

二、选择题：本题共 3 小题，每小题 6 分，共 18 分．在每小题给出的选项中，有多项符合题目要求．全部

选对的得 6 分，部分选对的得部分分，有选错的得 0 分． 

9．若正实数 ,a b满足12a b ab+ = ，则（    ） 

A． 12b >  

B．有序数对 ( )( )*, ,a b a b∈N 有 6 个 

C．a b+ 的最小值是12 4 3+  

D． 2 2 2 24 121 0a b a b+ − − + >  

10．“体育强则中国强，国运兴则体育兴”.为备战 2024 年巴黎奥运会，运动员们都在积极参加集训，已知某

跳水运动员在一次集训中 7 位裁判给出的分数分别为：9.1，9.3，9.4，9.6，9.8，10，10，则这组数据的（    ） 

A．平均数为 9.6 B．众数为 10 

C．第 80 百分位数为 9.8 D．方差为
37
350

 

11．已知平面 //α 平面β ，且均与球O相交，得截面圆 1O 与截面圆 2 ,O O为线段 1 2O O 的中点，且 1 2 2 3O O = ，

线段 AB 与CD分别为圆 1O 与圆 2O 的直径，则（    ） 

A．若 ABC 为等边三角形，则球的体积为18π  

B．若 P 为圆 1O 上 AB 的中点， AB AC⊥ ，且 AB AC= ，则OP 与 AC 所成角的余弦值为
2

2
 

C．若 AB CD⊥ ，且 2 6AB = ，则 AC BD⊥  

D．若 AB CD⊥ ，且 AC 与 BD所成的角为60°，则球O的表面积为20π或84π  
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三、填空题：本题共 3 小题，每小题 5 分，共 15 分． 

12．在 ABC 中， 2AM MB=
 

，P 是MC 的中点，延长 AP 交BC 于点D．设 AB a
 

= ，AC b=
 

，则 AP


可用a

，

b

表示为          ，若 6AD = ，

3cos
5

BAC∠ = ,则 ABC 面积的最大值为      ． 

 

 

 

 

 

 

 

 

13．已知 1 2,F F 是椭圆
2

2
2: 1xC y

a
+ = 的左、右焦点， P 是C 上一点．过点 1F 作直线 1PF 的垂线 1l ，过点 2F 作

直线 2PF 的垂线 2l ．若 1 2,l l 的交点Q在C 上（ ,P Q 均在 x轴上方 )，且 8 5
5

PQ = ，则C 的离心率为          ． 

14．已知函数 ( )f x 的定义域为R，且 ( ) ( ) ( ) ( )f x y f x y f x f y+ + − = ， ( )1 1f = ，则 ( )2024f =       ． 

 

四、解答题：本题共 5 小题，第 15小题 13 分，第 16、17小题 15分，第 18、19小题 17分，共 77 分．解

答应写出文字说明、证明过程或演算步骤． 

15．在 ABC 中，内角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c，且 ( ) ( )cos 1 2 cosb C c B+ = − . 

(1)证明： 2a b c+ = . 

(2)若 6a = ，
9cos

16
C = ，求 ABC 的面积. 
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16．刷脸时代来了，人们为“刷脸支付”给生活带来的便捷感到高兴，但“刷脸支付”的安全性也引起了人们的

担忧.某调查机构为了解人们对“刷脸支付”的接受程度，通过安全感问卷进行调查（问卷得分在40 100～ 分之

间），并从参与者中随机抽取 200人.根据调查结果绘制出如图所示的频率分布直方图. 

 

(1)据此估计这200人满意度的平均数 ( 同一组中的数据用该组区间的中点值作代表 )； 

(2)某大型超市引入“刷脸支付”后，在推广“刷脸支付”期间，推出两种付款方案：方案一：不采用“刷脸支付”，

无任何优惠，但可参加超市的抽奖返现金活动.活动方案为：从装有8个形状、大小完全相同的小球 ( 其中红

球3个，黑球5个 )的抽奖盒中，一次性摸出3个球，若摸到3个红球，返消费金额的20%；若摸到2个红球，

返消费金额的10% ，除此之外不返现金． 

方案二：采用“刷脸支付”，此时对购物的顾客随机优惠，但不参加超市的抽奖返现金活动，根据统计结果得

知，使用“刷脸支付”时有
1
6
的概率享受8折优惠，有

1
3
的概率享受9折优惠，有

1
2 的概率享受95折优惠.现小

张在该超市购买了总价为1000元的商品． 

①求小张选择方案一付款时实际付款额 X 的分布列与数学期望； 

②试从期望角度，比较小张选择方案一与方案二付款，哪个方案更划算？（注：结果精确到0.1） 
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17．已知数列{ }na 的前 n 项和为 nS ，且 ( )1 1
2nS n n= + . 

(1)求{ }na 的通项公式； 

(2)若数列{ }nb 满足 2

1 ,

2 ,n

n nn
a

n
a ab

n
+


= 


为奇数

为偶数

，求{ }nb 的前2n项和 2nT . 

 

 

 

 

 

 

18．如图，已知四棱锥P ABCD− 的底面是菱形，对角线 ,AC BD 交于点O， 4OA = ， 3OB = ， 4,OP OP= ⊥底

面 ABCD， ,E F 分别为侧棱 ,PB PD的中点，点M 在CP上且 2CM MP=
 

． 

   

(1)求证： , , ,A E M F 四点共面； 

(2)求直线PA与平面BDM 所成角的正弦值． 
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19．已知抛物线 ( )2 2 0x py p= > 上的动点到其焦点的距离的最小值为
1
4
． 

(1)求抛物线的方程； 

(2)过抛物线上一点 ( )( )0 01, 0A y y > 作抛物线的切线，分别交 x轴于点 D，交 y 轴于点 B ．点C 在抛物线上，

点 E 在线段 AC 上，满足能 1

AE
EC

λ= ；点G 在线段BC 上，满足 2

BG
GC

λ= ，且 1 2 1λ λ+ = ，线段CD与EG 交

于点 P ，当点C 在抛物线上移动时，求点 P 的轨迹方程Γ． 

(3)将Γ向左平移
1
3
个单位，得到 ′Γ ，已知 ( )0,R m ， ( )( )0, 0Q m m− > ，过点 R 作直线 l交 ′Γ 于 ,M N ．设

MR RNλ=
 

，求QR QM QR QNλ⋅ − ⋅
   

的值 
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参考答案： 

1．B 

【分析】根据题意，将集合 ,A B化简，然后结合交集的运算即可得到结果. 

【详解】 { } { }2 52 15 0 3 0,1,2,3
2

A x x x x x 
= ∈ − − ≤ = ∈ − ≤ ≤ = 

 
N N ， 

而 { }1 1B y y= − ≤ ≤ ，故 { }0,1A B = ， 

故选：B． 

2．B 

【分析】利用正弦定理和余弦定理可得cos 0C > ，但 ,A B不一定为锐角；若 ABC 是锐角三角形可知满足

2 2 2sin sin cos 1A B C+ + > ，即可得出结论. 

【详解】由 ABC 是锐角三角形，得
π0
2

C< < ，从而cos 0C > ， 

故 2 2 2 0a b c+ − > ，即 2 2 2sin sin sin 0A B C+ − > ，即 ( )2 2 2sin sin 1 cos 0A B C+ − − > ， 

可得 2 2 2sin sin cos 1A B C+ + > ，即必要性成立； 

反之，若“ 2 2 2sin sin cos 1A B C+ + > ”可得 2 2 2sin sin cos 1 0A B C+ − − > ，即 2 2 2sin sin sin 0A B C+ − > ， 

可得 2 2 2 0a b c+ − > ，可知cos 0C > ，但角 ,A B可能为钝角，所以充分性不成立； 

故选：B 

3．A 

【分析】首先判断 1a < ，1 2b< < ，且 3log 10c = ，根据对数函数的性质可得 2>c ，即可判断. 

【详解】因为
π π2sin 2sin 1

12 6
a = < = ， 

又 3 7b = ，则 3 7b = ，且 3 31 7 8 2< < = ，即1 2b< < ， 

因为3 10c = ，所以 3 3log 10 log 9 2c = > = ， 

所以c b a> > . 

故选：A 

4．C 

【分析】以
π
6

xω + 为整体，根据题意结合零点可得
23 29
12 12

ω≤ < ，结合对称性可得 2ω = ，进而可求
π
3

f  
 
 

. 

【详解】因为 0ω > ，且 [ ]0,2πx∈ ，则
π π π, 2π
6 6 6

xω ω + ∈ +  
， 
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由题意可得：
π4π 2π 5π
6

ω≤ + < ，解得
23 29
12 12

ω≤ < ， 

又因为直线
π
6

x = 为函数 ( )y f x= 图象的一条对称轴， 

则
π π ππ ,
6 6 2

k kω + = + ∈Z，解得 6 2,k kω = + ∈Z ， 

可知 0, 2k ω= = ，即
π( ) sin 2
6

f x x = + 
 

， 

所以
π 2π π π π 1sin sin π sin
3 3 6 6 6 2

f      = + = − = =     
     

. 

故选：C. 

【点睛】关键点点睛：以
π
6

xω + 为整体，可得
π π π, 2π
6 6 6

xω ω + ∈ +  
，结合正弦函数零点分析可知右端点

π2π
6

ω + 的取值范围，进而可得ω的取值范围. 

5．C 

【分析】根据圆的半径与扇形半径的关系及扇形的面积公式，由几何概型求解即可. 

【详解】设圆的半径为 R ，过O作OD AB⊥ 于 D点，如图， 

 

则扇形的半径 2 cos30 3r R R= ° = , 

所以扇形的面积
2

2 21 3 π π
2 2 3 2

RS r Rα′ = = × = ， 

圆的面积 2πS R= ， 

由几何概型可得：

2

2

π
12

π 2

R
SP
S R
′

= = = . 

故选：C 

6．A 

【分析】由题意设三棱锥V ABC− 外接球的半径为 R ，由 34 40 30π π
3 27

R = 解出 R ，再由余弦定理解出 BC  ，

设 ABC 外接圆半径 r ，解出并求出 VA ，进而解出三棱锥体积即可. 
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【详解】设三棱锥V ABC− 外接球的半径为 R ，则 34 40 30π π
3 27

R = ，解得
30
3

R = ； 

因为 2 2AB AC= = ，
2 π
3

BAC∠ = ， 

所以 2 2 2 cos 7BC AB AC AB AC BAC= + − ⋅ ∠ = ， 

设 ABC 外接圆的半径为 r ，则 3
72 2sin π
3

2 21r ==
，所以

21
3

r  ， 

故 2 2 1
2

VA
R r= − = ，所以 2VA  ， 

所以三棱锥V ABC− 的体积为
1 1 1 2 32 2 1 sin π
3 3 2 3 3ABCVA S⋅ = × × × × × =△

. 

故选：A. 

7．D 

【分析】根据双曲线的定义，结合焦点三角形以及余弦定理即可求解. 

【详解】设双曲线的右焦点为F ,连接 ,MF NF , 

由题意可得 2, 1, 5a b c= = = ， 

设 1 13 3 , 2 3 4 3 , 2 4 ,MF F N x MF a x x FN a x x= = = + = + = + = +
   

 

由余弦定理可得

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1

1 1
1 1 1 1

cos cos 0
2 2

F N F F NF F M F F MF
NF F MF F

F N F F F M F F
+ − + −

∠ + ∠ = + =
⋅ ⋅

, 

即
( ) ( )2 22 2 2 24 4 9 4 4 3

0
2 2 2 3 2

x c x x c x
x c x c

+ − + + − +
+ =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
，解得

1
3

x = ， 

所以
( ) ( )

2 22

1

1 4 5 4 1 5cos
52 1 2 5

MF F
+ − +

∠ = = −
× ×

，故
5cos

5
θ = ． 

故选：D 

 

8．C 

【分析】易通过 1 1n n na S S+ += − ，可得 2 1n na a+ − = ，也可求得 2 1a = ，但此数列存在不确定的首项，所以在求

和后发现结果为 16a− ，与选项中的四个数进行对比分析，发现 1a 一定不能为负整数，所以只能选 C. 
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【详解】由 ( )*
1

n
n

n

Sa n
a+ = ∈N 可得： 1n n nS a a+= ⋅ 且 0na ≠ ， 

由上式又有：
1

2
1

1Sa
a

= = ，  

还有 1 2 1n n nS a a+ + += ⋅ ，两式相减得： 1 2 1 1n n n n na a a a a+ + + += ⋅ − ⋅ ， 

两边同时除以 1 1( 0)n na a+ + ≠ 得： 2 1n na a+ − = ， 

由上式可知数列{ }na 的奇数项和偶数项分别成等差数列，公差为 1， 

所以 ( ) ( )
5 6

2 2 1 2 4 6 8 10 1 3 5 7 9 11
1 1

i i
i i

a a a a a a a a a a a a a−
= =

− = + + + + − + + + + +∑ ∑  

( ) ( )1 1 1 1 1 1 11 2 3 4 5 1 2 3 4 5 6a a a a a a a= + + + + − + + + + + + + + + + = − ， 

由此数列的奇数项公式为 2 1 1 ( 1)na a n− = + − ，又由 0na ≠ ， 

所以可以判断 1a 一定不能为负整数，即只能有 16 9a− = ， 

故选：C. 

9．AB 

【分析】对于 A，使用条件即可证明 12b > ；对于 B，设 *1a n− = ∈N 并证明n整除12，再验证12的全部因

子即可；对于 C，直接证明 12 4 3a b+ > + 即可否定；对于 D，给出 1 2 3a = + ， 12 2 3b = + 作为反例即可

否定. 

【详解】对于 A，由已知正实数 ,a b满足12a b ab+ = ，有
12 1ab a b ba

b b b
+

= = > = ， 

12 12 12ab a b ab
a a a

+
= = > = ，故 A 正确； 

对于 B，由于 *a∈N ， 1a > ，故 1a − 是正整数，设 *1a n− = ∈N ，则

( ) ( )( ) ( )12 12 12 1 12 12ab a b a b n b= − + + = − − = − ，所以
1212b
n

= + . 

而 *b∈N ，故n整除12，得 { }1,2,3,4,6,12n∈ . 

验证知 { }1,2,3,4,6,12n∈ 时， ( ) 12, 1 ,12a b n
n

 = + + 
 

都满足条件， 

所以符合条件的有序数对 ( )( )*, ,a b a b∈N 有 6 个，故 B 正确； 

对于 C，由于 ( ) ( )( )12 12 12 1 12ab a b a b= − + + = − − ，且 1a > ， 12b > ， 

从而 ( ) ( ) ( )( )13 1 12 13 2 1 12 13 2 12 13 4 3 12 4 3a b a b a b+ = + − + − ≥ + − − = + = + > + ， 
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当 1 2 3a = + ， 12 2 3b = + 时，等号成立，故 C 错误； 

对于 D，当 1 2 3a = + ， 12 2 3b = + 时，有 ( )( )1 12 2 3 2 3 12a b− − = ⋅ = ， 

故 ( ) ( )( )12 1 12 12 0ab a b a b− + = − − − = ，从而12a b ab+ = . 

但此时 ( ) ( )2 22 2 2 24 121 1 12 24 12 12 24 0a b a b a b+ − − + = − + − − = + − = ，故 D 错误. 

故选：AB. 

【点睛】关键点点睛：本题的关键点是 C 选项中对基本不等式的适当运用. 

10．ABD 

【分析】根据平均数、众数、百分位数和方差的定义求解. 

【详解】对于 A，平均数 ( )1 9.1 9.3 9.4 9.6 9.8 10 10 9.6
7

= + + + + + + = ，故 A 正确； 

对于 B，出现次数最多的数为 10，故 B 正确； 

对于 C，7×0.8=5.6，第 80 百分位数为第 6 位，即 10，故 C 错误； 

对于 D，方差为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 21 379.1 9.6 9.3 9.6 9.4 9.6 9.6 9.6 9.8 9.6 2 10 9.6
7 350
 − + − + − + − + − + − =  ，故 D

正确. 

故选：ABD. 

11．BCD 

【分析】由 ABC 为等边三角形求出外接圆半径，再得到球的半径即可求出体积判断 A，利用中位线可得出

OP 与 AC 所成角为 1O OP∠ ，解直角三角形即可判断 B，建立空间直角坐标系利用向量法证明垂直即可判断

C，利用向量法由异面直线所成角求出圆半径 r ，再得出球半径即可判断 D. 

【详解】由球心O为线段 1 2O O 的中点，可知圆 1O 、圆 2O 的半径相同．设球O的半径为 R ， 

圆 1O 与圆 2O 的半径为 r . 

对于 A，由题意，
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 4 2 23, 2 12, 4R r AC AO CO AO O O CO r AB r= + = + = + + = + = .因为 AB AC= ，所

以 2 22 12 4r r+ = ，解得 6r = （负值已舍去）. 

所以 2 2 3 9R r= + = ，解得 3R = （负值已舍去），所以
34 π 36π

3
V R= =球 ，故 A 错误. 

对于 B，因为 AB AC A∩ = ，所以 , ,A B C 三点在同一平面内. 

因为点 1,O O分别为线段 ,AB BC的中点，所以 1OO 为 ABC 的中位线，所以 1AC OO∥ ， 
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所以 1O OP∠ 为OP 与 AC 所成的角.因为 AB AC= ，所以 1 1
1 1
2 2

OO AC AB PO= = = . 

又 1 1PO OO⊥ ，所以 1 45O OP∠ = °，所以 1
2cos

2
O OP∠ = ，故 B 正确. 

对于 C，因为 AB CD⊥ ，所以以 1O 为原点，分别以 AB ， 1 2O O 所在直线为 y 轴、 z 轴， 

以圆 1O 中垂直于 AB 的直径所在的直线为 x轴，建立空间直角坐标系，如图， 

 

则 ( ) ( ) ( ) ( )0, 6,0 , 0, 6,0 , 6,0,2 3 , 6,0,2 3A B C D− − ， 

所以 ( ) ( )6, 6,2 3 , 6, 6,2 3AC BD= = − −
 

， 

所以 ( ) ( )6 6 6 6 2 3 2 3 0AC BD⋅ = × − + × − + × =
 

，所以 AC BD⊥ ，故 C 正确. 

对于 D，以 1O 为原点，以 AB ， 1 2O O 所在直线分别为 y 轴、 z 轴， 

以圆 1O 中垂直于 AB 的直径所在的直线为 x轴，建立空间直角坐标系，如上图， 

则 ( ) ( ) ( ) ( )0, ,0 , 0, ,0 , ,0, 2 3 , ,0, 2 3A r B r C r D r− − ， 

所以 ( ) ( ), , 2 3 , , , 2 3AC r r BD r r= = − −
 

， 

所以
2 2 2 212 2 12, 2 12AC BD r r r AC BD r⋅ = − − + = − + = = +

   
， 

所以

2

2 2

2 12 1cos ,
22 12 2 12

AC BD r
AC BD

AC BD r r

⋅ − +
= = =

⋅ + ⋅ +

 
 

  ， 

解得 2r = （负值已舍去）或 3 2r = （负值已舍去）. 

当 2r = 时，球O的半径为 ( )22 3 5R r= + = ，所以球O的表面积 24π 20πS R= = ； 

当 3 2r = 时，球O的半径为 ( )22 3 21R r= + = ，所以球O的表面积 24π 84πS R= = ，故 D 正确. 

故选：BCD. 

【点睛】关键点点睛：由于球的半径未知，直径 AB 与CD间的位置关系未知，本题解题关键在于借助空间

向量可以化繁为简，充分体现了空间向量的工具作用. 
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12．     
1 1
3 2

AP a b= +
 

，     
25
8

 

【分析】根据几何关系，表示向量 AP


；设 AP ADλ=
 

，再利用平面向量基本定理表示BP


，即可求解λ，再

根据 6AD = ，以及基本不等式，三角形面积公式，即可求解. 

【详解】由点 P 是MC 的中点， 

则 ( )1 1 2 1 1
2 2 3 3 2

AP AM AC AB AC a b = + = + = + 
 

     
； 

设 AP ADλ=
 

，BD BCµ=
 

， 

则 ( )1 1 1 1 2
2 2 3 2 3

BP BC BM AC AB AB b a = + = − − = − 
 

       
， 

( )BP AP AB AD AB BD BA ABλ λ= − = − = − −
       

， 

( ) ( )BC AB AB AC AB AB ABλ µ λ µ µ= + − = − + −
      

， 

( ) ( )1 1AC AB b aλµ λ λµ λµ λ λµ= + − − = + − −
   

， 

所以

1
2

21
3

λµ

λ λµ

 =

 − − = −


，得
5
6

λ = ,
3
5

µ = , 

所以
5
6

AP AD=
 

，即
6 2 3
5 5 5

AD AP a b= = +
  

， 

因为 6AD = ， 

所以
2

2 2 2 22 3 4 9 12 4 9 36
5 5 25 25 25 25 25 125

a b a b a b a b a b + = + + ⋅ = + + 
 

        
， 

6 36 962
25 125 125

a b a b a b≥ × × + × =
    

， 

即
96 6

125
a b ≤


，即
125
16

a b ≤


，当
2 3
5 5

a b=

时，即

3 5 30
2 8

a b= =


时等号成立， 

所以 ABC 面积的最大值为
1 125 1 125 4 25sin
2 16 2 16 5 8

BAC× ∠ = × × = . 

   

故答案为：
1 1
3 2

AP a b= +
 

；
25
8

. 

13． 3
2

/
1 3
2
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【分析】设 ( ),P m n ，可得 1 2,l l 的方程，联立方程求得
2 2

, m cQ m
n

 −
− 
 

，结合对称性可知
2 16

5
m = ，进而列式

求 2 2,a c ，即可得离心率. 

【详解】设 ( ),P m n ， ( ) ( )1 2,0 , ,0F c F c− ，由题意可知： , 0m c n≠ ± > ， 

 

则直线 1PF 的斜率
1PF

nk
m c

=
+

，可知 1l 的方程为 ( )m cy x c
n
+

= − + ， 

同理可得： 2l 的方程为 ( )m cy x c
n
−

= − − ， 

联立方程

( )

( )

m cy x c
n

m cy x c
n

+ = − +
 − = − −


，解得 2 2

x m
m cy

n

= −

 −

=

，即
2 2

, m cQ m
n

 −
− 
 

， 

因为Q在C 上，可知 ,P Q 关于 x 轴对称， 

且
8 5

5
PQ = ，则

8 52
5

m = ，可得
2 16

5
m = ， 

又因为
2 2m c n
n
−

= ，即
2 216

5
c n− = ， 

由题意可得：

2 2

2
2

2 2

16
5
16
5 1

1

c n

n
a
c a

 − =


 + =


= −




，整理得 4 25 16 16 0a a− − = ， 

解得 2 4a = 或
2 4

5
a = − （舍去），则 2 2 1 3c a= − = ， 

所以C 的离心率为
2

2
3

2
c ce
a a

= = = . 

故答案为：
3

2
. 

【点睛】方法点睛：求椭圆的离心率或离心率的范围，关键是根据已知条件确定 a，b，c 的等量关系或不等
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关系，然后把 b 用 a，c 代换，求 e 的值． 

14． 1−  

【分析】令 1, 0x y= = 求 ( )0f ，令 1x y= = 求 ( )2f ，令 1y = 得 ( ) ( ) ( )1 1f x f x f x− = − + ，通过迭代求周期，

然后可解. 

【详解】令 1, 0x y= = ，则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 0f f f f f+ = = ， 

因为 ( )1 1f = ，所以 ( )0 2f = ， 

令 1x y= = ，则 ( ) ( ) ( ) ( )2 0 1 1f f f f+ = ，得 ( )2 1f = − ， 

令 1y = ，则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1f x f x f x f f x+ + − = = ，即 ( ) ( ) ( )1 1f x f x f x− = − + ， 

所以 ( ) ( ) ( )1 2f x f x f x= + − + ， 

所以 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 2f x f x f x f x f x− = + − + − + = − +  

所以 ( ) ( )2 5f x f x+ = − + ，所以 ( ) ( )1 5f x f x− = + ，即 ( ) ( )6f x f x= + ， 

( )f x 是以 6 为周期的周期函数， 

所以 ( ) ( ) ( )2024 337 6 2 2 1f f f= × + = = − ， 

故答案为： 1− . 

15．(1)证明见解析 

(2)15 7
4

或
135 7

16
 

 

【分析】（1）利用正弦定理及正弦的和角公式计算即可； 

（2）利用余弦定理及（1）的结论，三角形面积公式计算即可. 

【详解】（1）根据正弦定理知 ( ) ( )cos 1 2 cos sin cos sin 2sin sin cosb C c B B C B C C B+ = − ⇒ + = − ， 

整理得 ( )sin cos sin cos sin 2sin sin sin 2sinB C C B B C B C B C+ + = ⇒ + + = ， 

因为 πA B C+ + = ， 

所以 ( )sin sin sin sin 2sinA B C A B C= + ⇒ + = ， 

由正弦定理可得 2a b c+ = ； 
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（2）因为
9cos

16
C = ，所以 2 5 7sin 1 cos

16
C C= − = ， 

由余弦定理可得 2 2 2 2 cosc a b ab C= + − ，即
2 2 2736

4
c b b= + − ， 

则 2 24 144 4 27c b b= + − ， 

因为 6a = ，所以6 2b c+ = ，所以 2 236 12 4b b c+ + = ， 

则 2 2144 4 27 36 12b b b b+ − = + + ，即 2 13 36 0b b− + = ， 

解得 4b = 或 9b = ， 

当 4b = 时， 6a = ，此时 ABC 的面积
1 1 5 7 15 7sin 4 6
2 2 16 4

S ab C= = × × × = ， 

当 9b = 时， 6a = ，此时 ABC 的面积
1 1 5 7 135 7sin 6 9
2 2 16 16

S ab C= = × × × = . 

所以 ABC 的面积为
15 7

4
或

135 7
16

. 

16．(1)68 

(2)①分布列见详解， ( ) 969.6E X ≈ ；②选择方案二更划算. 

 

【分析】（1）根据直方图估算平均数的方法直接计算即可； 

（2）①先确定 X 的取值，然后根据超几何分布概率公式求概率，即可的分布列，再由期望公式求出期望；

②确定实际付款金额 Y 的值，然后根据所给概率写出分布列，即可计算出期望，通过比较期望大小即可作

出判断. 

【详解】（1）由直方图可知，满意度的平均数为： 

( )0.01 45 0.02 55 0.025 65 0.025 75 0.015 85 0.005 95 10 68× + × + × + × + × + × × = . 

（2）①摸到3个红球，返消费金额的20%，实际付款为 ( )1000 1 20% 800− = ； 

摸到2个红球，返消费金额的10% ，实际付款为 ( )1000 1 10% 900− = ， 

所以 X 的可能取值为800,900,1000， 

因为 ( ) ( )
3 0 2 1
3 5 3 5

3 3
8 8

C C C C1 15800 , 900
C 56 C 56

P X P X= = = = = = ， 

所以 ( ) 1 15 51000 1
56 56 7

P X = = − − = ， 

X 的分布列为： 

X 800 900 1000 
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P 
1
56

 15
56

 5
7

 

所以 ( ) 1 15 5800 900 1000 969.6
56 56 7

E X = × + × + × ≈ （元）. 

②若选择方案二，记实际付款金额为 Y，依题意，Y 的可能取值为800,900,950， 

因为 ( ) ( ) ( )1 1 1800 , 900 , 950
6 3 2

P Y P Y P Y= = = = = = ， 

所以，Y 的分布列为： 

Y 800 900 950 

P 
1
6

 1
3

 1
2  

所以， ( ) 1 1 1800 900 950 908.3
6 3 2

E Y = × + × + × ≈ （元） 

因为 ( ) ( )E X E Y> ，所以选择方案二付款更划算. 

17．(1) na n= ； 

(2) 2nT
14 4

2 1 3

nn
n

+ −
= +

+
. 

 

【分析】（1）根据 ,n na S 的关系由： 1n n na S S −= − 求解即可； 

（2）根据 nb 通项分奇偶分别计算求和，结合裂项相消和等比数列求和公式即可. 

【详解】（1）当 1n = 时， 1 1 1a S= = . 

当 2n ≥ 时， ( ) ( )1
1 11 1
2 2n n na S S n n n n n−= − = + − − = ， 

当 1n = 时，也符合 na n= . 

综上， na n= . 

（2）由 2

1 ,

2 ,
n nn
n

n
a ab

n
+


= 


为奇数

为偶数

1 1 1 ,
2 2
2 ,

n
n

n
b n n

n

  −  ⇒ = + 


为奇数

为偶数

 

则 ( ) ( )2 1 3 2 1 2 4 2n n nT b b b b b b−= + + ⋅⋅⋅ + + + + +  

2 4 21 1 1 1 1 1 1 11 2 2 2
2 3 3 5 5 7 2 1 2 1

n

n n
        = − + − + − + ⋅⋅⋅+ − + + + ⋅⋅⋅+        − +        
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( )4 1 41 11
2 2 1 1 4

n

n
− = − + + − 

 

14 4
2 1 3

nn
n

+ −
= +

+
， 

故{ }nb 的前2n项和 2nT
14 4

2 1 3

nn
n

+ −
= +

+
. 

18．(1)证明见解析 

(2) 10
10

 

 

【分析】（1）易知 AC BD⊥ ，由线面垂直的性质可得 ,OP AC OP BD⊥ ⊥ ，建立如图空间直角坐标系O xyz− ，

利用空间向量法证明
2 2
3 3

AM AE AF= +
  

，即可证明； 

（2）由（1）求出BM


的坐标，利用空间向量法求解线面角即可. 

【详解】（1）因为平面 ABCD是菱形，所以 AC BD⊥ ， 

由OP ⊥平面 ABCD， ,AC BD ⊂平面 ABCD，得 ,OP AC OP BD⊥ ⊥ ， 

所以 , ,OP OA OB 两两垂直，建立如图空间直角坐标系O xyz− ， 

(4,0,0), (0,3,0), ( 4,0,0), (0, 3,0), (0,0, 4)A B C D P− − ，则
3 3(0, ,2), (0, ,2)
2 2

E F − ， 

由 2CM MP=
 

，得
4 8( ,0, )
3 3

M − ， 

所以
3 3 16 8( 4, ,2), ( 4, ,2), ( ,0, )
2 2 3 3

AF AE AM= − − = − = −
  

， 

则
2 2
3 3

AM AE AF= +
  

，所以 , ,AM AE AF
  

共面， 

又直线 , ,AM AE AF 的公共点为A ，所以 , , ,A E M F 四点共面； 

（2）由（1）知，
4 8(4,0, 4), (0,6,0), ( , 3, )
3 3

PA DB BM= − = = − −
  

， 

设平面BDM 的一个法向量为 ( , , )n x y z=


， 

则

6 0
4 83 0
3 3

n DB y

n BM x y z

 ⋅ = =



⋅ = − − + =



 ，令 1z = ，得 2, 0x y= = ， 

所以 (2,0,1)n =


， 

得
4 10cos ,

104 2 5

PA n
PA n

PA n

⋅
= = =

×

 
 

  ， 



 
 

答案第 13 页，共 15 页 
学科网（北京）股份有限公司  

即直线PA与平面BDM 所成角的正弦值为
10

10
. 

   

19．(1) 2x y=  

(2) ( )21 23 1
3 3

y x x = − ≠ 
 

 

(3)0 

 

【分析】（1）根据抛物线的几何意义求出 p，即可求解； 

（2）利用导数的几何意义求出切线方程，则D为 AB 的中点，利用平面向量的基本定理可证得 P 是 ABC 的

重心，建立方程组，即可求解； 

（3）易知直线 l的斜率存在，设直线 l, ( ) ( )1 1 2 2, , ,M x y N x y ，联立抛物线方程，利用韦达定理，由MR RNλ=
 

可得 1 2x xλ= − ，结合平面向量的坐标表示求解QR QM QR QNλ⋅ − ⋅
   

即可. 

【详解】（1）因为抛物线 ( )2 2 0x py p= > 上的动点到其焦点的距离的最小值为
1
4
， 

所以
1

2 4
p
= ，解得

1
2

p = ， 

故抛物线方程为 2x y= ； 

（2）由（1）知， 2y x ，则 (1,1)A ， 2y x′ = ， 

所以在点 A 的切线方程为 1 2( 1)y x− = − ，即 2 1y x= − ，得
1( ,0), (0, 1)
2

D B − ， 

所以D为 AB 的中点，得 1 21 11 1
2 2 2 2

CD CA CB CE CGλ λ+ +
= + = +

    
， 

设 ( )1 ,CP CE CG CD kCPµ µ= + − =
    

，则 ( )1CD k CE k CGµ µ= + −
  

， 

所以

1

2

1
2

1(1 )
2

k

k

λµ

λµ

+ =
 + − =


，两式相加得
3
2

k  ，即 P 是 ABC 的重心， 
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设 2
0 0 0( , ), ( , )( 1)P x y C x x x ≠ ，则

0 0

2 2
0 0

0 1 1 2( )
3 3 3

1 1
3 3

x xx x

x xy

+ + + = = ≠


− + + = =


， 

消去 0x ，得 21 (3 1)
3

y x= − ， 

故点 P 的轨迹方程Γ为 21 2(3 1) ( )
3 3

y x x= − ≠ ； 

 

（3）由（2）知， 2 21 1: [3( ) 1] 3
3 3

y x x′Γ = + − = ， 

易知直线 l的斜率存在，设 :l y kx m= + ， ( ) ( )1 1 2 2, , ,M x y N x y ， 

23
y kx m
y x
= +

 =
，消去 y，得 23 0x kx m− − = ， 

所以 1 2 3
mx x = − ，又MR RNλ=

 
，则 1 2x xλ= − ， 

解得
1

2

3

3

mx

mx

λ

λ


= −



 =

或
1

2

3

3

mx

mx

λ

λ


=



 = −

， 

所以 2 2
1 1 2 2 1 2(0,2 ) ( , ) (0,2 ) ( , ) 2 2 2 2QR QM QR QN m x y m m x y m m m my myλ λ λ λ⋅ − ⋅ = ⋅ + − ⋅ + = − + −

   
， 

又 2
1 13 3( )

3
my x mλ λ= = = ， 2

2 23 3( )
3
m my x
λ λ

= = = ， 

所以 2 2 2 2
1 22 2 2 2 2 2 2 2 0mQR QM QR QN m m my my m m m m mλ λ λ λ λ λ

λ
⋅ − ⋅ = − + − = − + ⋅ − ⋅ =

   
， 

即QR QM QR QNλ⋅ − ⋅
   

的值为 0. 
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【点睛】方法点睛：直线与圆锥曲线的位置关系中的定点、定值、最值问题，一般可通过联立方程组并消

元得到关于 x或 y 的一元二次方程，再把要求解的目标代数式化为关于两个的交点横坐标或纵坐标的关系式，

该关系中含有 1 2 1 2,x x x x+ 或 1 2 1 2,y y y y+ ，最后利用韦达定理把关系式转化为若干变量的方程（或函数），从

而可求定点、定值、最值问题. 

 


